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ESERCIZI DI CALCOLO COMBINATORIO E PROBABILITA`
Esercizi per il 30/09/2015
(1) Quante sono le sequenze binarie lunghe 8 che non hanno due 1 consecutivi?
E quante quelle che non hanno tre 1 consecutivi?
(2) In quanti modi possiamo dividere 8 amici in 3 gruppi? E in quanti diquesti
modi nessuno rimane da solo?
(3) Quante sono le sequenze di otto cifre decimali in cui ci sono piu` cifre pari
che dispari?
(4) Quanti sono i numeri tra 0 e 1000 che non sono divisibili ne´ per 2, ne´ per
3, ne´ per 5?
(5) In quanti modo posso scegliere 2 persone tra 10?
(6) Quanti sono i sottoinsiemi di {1, 2, 3, 4, 5}?
Esercizi per il 07/10/2015
(1) Quante sono le disposizioni di lunghezza 5 in {1, 2, . . . , 9} in cui compaiono
almeno due cifre ≤ 4?
(2) Quante sono le partizioni di {1, 2, . . . , 10} in cui ogni parte contiene almeno
un numero pari e un numero dispari? Quante sono quelle in cui ogni parte
ha solo numeri pari o solo numeri dispari?
(3) Quante sono le partizioni di {1, 2, . . . , 10} in quattro parti in cui le parti
non sono costituite unicamente da un numero pari?
Esercizi per il 14/10/2015
(1) Sia A un insieme finito. Mostrare che i sottoinsiemi di A di cardinalita` pari
sono tanti quanti quelli di cardinalita` dispari.
(2) Consideriamo un mazzo di carte da poker contenente le carte dal 7, 8, 9,
10, J, Q, K, A e contenente quindi 32 carte. Quante sono le mani in cui si
ha un punteggio pari o superiore alla scala (cio`A˜¨ o scala, o colore, o full,
o poker o scala reale)?
(3) Un tavolo rotondo ha 10 posti e 5 donne si sono gia` sedute occupando
alternativamente una sedia s`ı e una sedia no. In quanti modi si possono
sedere i loro 5 mariti nei 5 posti rimasti liberi in modo che nessuno si
sieda vicino alla propria moglie? Difficile: sapresti trovare una formula
considerando n uomini e n donne?
Esercizi per il 21/10/2015
(1) Abbiamo tre modellini in oro della statua della liberta` alti rispettivamente
10, 20 e 30 centimetri. Li fondiamo e produciamo tre modellini della
statua della liberta` identici utilizzando tutto l’oro a disposizione. Quale
sara` l’altezza di questi modellini?
(2) Un bambino di 6 mesi mangia tutti i giorni una pappa di 200 grammi.
In una settimana ha registrato i seguenti tempi (espressi in minuti) per
consumare il suo pasto: 5,10,4,12,20,10,4.
(a) Determinare le velocita` (espressa in grammi al minuto) registrate dal
bambino nel consumare il suo pasto;
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(b) Determinare la velocita` media complessiva nei sette giorni;
(3) Costruire uno spazio di probabilita` (non uniforme) sull’insieme Ω = {1, 2, a, b}.
(4) Quante σ-algebre si possono costruire su un insieme con tre elementi?
Esercizi per il 28/10/2015
(1) Determinare la probabilita` che tra 30 persone scelte a caso almeno due
festeggino il compleanno lo stesso giorno.
(2) Abbiamo tre urne contenenti una pallina bianca e rispettivamente 1,3 e 5
palline rosse. Estraendo una pallina a caso da un’urna, qual e` la proba-
bilita` che sia bianca? E se abbiamo pescato una pallina bianca, quale` la
probabilita` di averla estratta dalla seconda urna?
(3) Una moneta (truccata) da` testa con probabilita` 0.6. Qual e` la probabilita`
che lanciandola 5 volte otteniamo piu` teste che croci?
(4) Avendo a dispozione la moneta dell’esercizio precedente e una regolare, ne
scegliamo una a caso e la lanciamo tre volte, ottenendo tre volte testa. Qual
e` la probabilita` di aver scelto la moneta truccata?
Esercizi per il 04/11/2015
(1) Consideriamo 4 scatole contenenti 2 palline ciascuna indistinguibili al tatto.
La scatola i ha una pallina numerata con 1 e l’altra numerata con i (quindi
nella prima entrambe le palline sono numerate 1). Si estrae una pallina per
scatola. Si denoti con X la variabile somma delle palline estratte e con Y
la variabile numero di palline estratte con il numero 1. Si determini
(a) la densita` della variabile X;
(b) la probabilita` di aver estratto la biglia con il 4 sapendo che X = 7;
(c) la densita` di Y ;
(2) Si considerino tre scatole contenenti 10 palline ciascuna. La prima ne ha 9
rosse e una blu, la seconda ne ha 9 blu e una gialla, la terza ne ha 9 gialle
e una rossa. Pescando una pallina per ogni scatola
(a) qual e` la probabilita` di pescare 3 palline di colore differente?
(b) Sapendo di aver pescato 3 palline di colore differente, qual’e` la proba-
bilita` di aver pescato la pallina rossa dalla prima scatola?
(c) determinare la densita` della variabile X che conta il numero di palline
blu estratte.
(3) Lanciamo una moneta ripetutamente e poniamo Xi = 1 se l’i-esimo lancio
ha dato testa e Xi = 0 altrimenti. Consideriamo le variabili X e Y date
da X = min{i : Xi−1 = Xi} e Y = min{i : Xi−1 = Xi = 1}. Ad esempio
ottenendo una sequenza 1001011 abbiamo X = 3 e Y = 7.
(a) Determinare P (Xi = Xi−1) per ogni i > 1.
(b) Determinare le densita` della variabile X;
(c) Dimostrare che la densita` di Y e` data da pY (k) =
Fk−3
2k
per k > 3,
dove Fk e` il k-esimo numero di Fibonacci
(d) Determinare pY (k) per k ≤ 8;
Esercizi per l’11/11/2015
(1) Organizzando una gita abbiamo a disposizione un pullmino da 30 posti e
riusciamo a vendere tutti e 30 i biglietti disponibili. Il giorno della partenza
il pullmino e` in panne e riusciamo a recuperare solo un pullmino da 28 posti.
Qual e` la probabilita` di essere nei guai? (Si assuma che la probabilita` che
ESERCIZI DI CALCOLO COMBINATORIO E PROBABILITA` 3
una persona a caso che ha comprato il biglietto non si presenta alla partenza
e` del 10%).
Quanti biglietti avremmo potuto vendere ammettendo un rischio del 50%
di essere nei guai?
(2) Un album contiene 100 figurine e ne abbiamo gia` attaccate 60. Comprando
un pacchetto di 5 figurine, qual e` la probabilita` di trovarne almeno 3 che
non ho gia`? E se compro due pacchetti, qual e` la probabilita` di trovarne
almeno 3 che non ho gia`?
(3) Supponiamo che la probabilita` che nessun bambino nato a Cesena in questo
mese diventi un dottore di ricerca e` e−1.
(a) Qual e` la probabilita` che almeno due bambini nati in questo mese a
Cesena diventino dottori di ricerca?
(b) Qual e` la probabilita` che in un anno nascano almeno 4 bambini che
diventeranno dottori di ricerca?
Esercizi per il 18/11/2015
(1) Novanta palline numerate vengono tutte estratte a caso senza rimpiazzo.
Vengono poi riestratte tutte nuovamente senza rimpiazzo una seconda volta.
Consideriamo le variabili Xi = numero della i-esima pallina estratta nella
prima sequenza di estrazioni, e Yi = numero della i-esima pallina estratta
nella seconda sequenza di estrazioni, dove i = 1, . . . , 90.
(a) Descrivere uno spazio di probabilita` che modellizzi questo fenomeno
aleatorio.
(b) Deteminare P (Xi = Yi).
(c) Stabilire se Xi e Yj sono indipendenti, dove i 6= j.
(d) Stabilire se Xi e Xj sono indipendenti, dove i 6= j.
(e) Determinare la densita` della variabile X = X1 +X2 + · · ·+X90.
(f) Sia ora Z = |{i = 1, . . . , 90 : Xi = Yi}|. Determinare E[Z].
(2) Si considerino 2 variabili aleatorie indipendentiX ed Y . Sono noti i seguenti
valori della densita` congiunta
@
@X
Y
1
12
1
5
4
15
0 2
0
-1
3
(a) Detto t = pX,Y (3, 2) giustificare il fatto che t soddisfa la seguente
equazione:(
1
12 + t
)(
1
5 +
4
15 + t
)
= t
(b) Calcolare i possibili valori per t.
(c) Scelto uno di questi valori completare la tabella a doppia entrata della
densita` congiunta delle variabili X ed Y .
Esercizi per il 25/11/2015
(1) Un’urna contiene 2 palline bianche e 2 palline rosse. Le palline vengono
estratte successivamente una ad una dall’urna rimpiazzando nell’urna le
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rosse e NON rimpiazzando le bianche. Poniamo
Xi =
{
1 se la i-esima estrazione da` una pallina bianca
0 se la i-esima estrazione da` una pallina rossa
e T = “numero dell’estrazione in cui viene pescata l’ultima pallina bianca”
(a) Descrivere uno spazio di probabilita` che modellizzi questo fenomeno
aleatorio.
(b) Determinare la densita` di X1 e di X2;
(c) Stabilire se X1 e X2 sono indipendenti;
(d) Determinare la densita` di Xi per ogni i > 0;
(e) Esprimere T come somma di due variabili geometriche modificate;
(f) Deteminare il valore atteso per T .
(2) Due dadi, uno rosso e uno blu, vengono lanciati simultaneamente per 3
volte. Si considerino le seguenti variabili aleatorie:
• X = Numero di volte in cui un dado ha dato come risultato 1 o 6;
• Y = Numero di lanci in cui il dado rosso ha dato risultato minore o
uguale a 3;
• Z = Numero di lanci in cui la somma dei dadi ha dato 7.
(a) Determinare la densita` delle variabili X, Y e Z;
(b) Stabilire se X ed Y sono indipendenti;
(c) Stabilire se Y e Z sono indipendenti;
(d) Stabilire se X e Z sono indipendenti.
Esercizi per il 02/12/2015
(1) Sia X una variabile continua uniforme nell’intervallo [0, 2]. Si consideri la
variabile Y = 1X+1 .
(a) Determinare P (Y < 12 ).
(b) Determinare la funzione di ripartizione di Y ;
(c) Determinare la densita` di Y .
(2) Sia X una variabile aleatoria continua di densita`
fX(t) =
{
ata−1 se 0 < t ≤ 1
0 altrimenti,
dove a e` un parametro reale positivo.
(a) Calcolare la funzione di ripartizione FX di X;
(b) Tracciare un grafico approssimativo di fX e di FX .
(c) Determinare P (X > −2) e P (X < 12 ).
(d) Determinare la densita` di Y = − logX.
